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EINLEITUNG 
Im ersten Paragraphen wird gezeigt, dal3 das Lemma von J. von Neumann im wesentlichen keine 
Verallgemeinerung zul&t. Im zweiten werden endliche Gruppen lE$, behandelt und deren Darstel- 
lungsgrad nach unten abgeschitzt und letztlich wird von den Lie-Gruppen G; (nz4) gezeigt, dal3 
sie keine Matrizengruppen sind. 
1. DAS LEMMA VON J. VON NEUMANN - E.P. WIGNER 
Wir wollen in Theorem 1 eine etwas andere Verallgemeinerung des J. von 
Neumann’schen Lemma’s geben als in [4] (Satz 1 und Lemma 1 j. Fiir c = 1 
ergibt sich wieder das urspriingliche Lemma. 
THEOREM 1: Zus= 1,2,3,... existiere eine Folge natiirl. Zahlen t(s) + 03, sodalj 
t(s) = O(mod s) fiir alle s, und unit&e Matrizen b,, soda0 fiir die unit&e Matrix 
a gilt 
(1) bs absp ’ = c l at@). 
Fiir die (unittire) Matrix c mijge [c, a] = [c, bs] = 1 (fiir alle s) gelten.* Dann ist 
a=c und falls es zwei teilerfremde s’,s” mit teilerfremden t(s’) und t(s”) gibt 
oder ein SO mit t(so) = 1, so ist a = c = 1. 
* es ist [x,y] =xyz-ly-‘. 
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BEWEIS: Wegen der Unitarittit haben c und a endfiche Ordnung (da t(s) $2 fiir 
fast alle s), (Siehe [3]!) d-h. aber tie = 1. Also a@@ = 1 und bmoab&’ = c oder 
a = c. 
Aus c=a folgt nun a = ~.a@) fiir jedes s, also a’@) = 1 fiir alle s und damit 
a = c = 1 wie behauptet, da zu zwei teilerfremden s’, s” such (t&s’), t&s”)) = 1 oder 
SO mit t(,so) = 1 existieren! w.z.b.w.’ 
Sei nun in einer Gruppe c = 1 d. h. 
(2) bsab; ’ = at(“) mit t(s) = O(mod s) 
erfiillt. Wir betrachten eine unit&e, unendlich-dim. Darstellung a+A, bs-+& 
und haben das 
THEOREM 2: Sei x+ U’ eine unit&e, unendlich-dim. Darstellung einer Gruppe 
mit a-A und bs+Bs, wobei in G die Relationen 
bsab; ’ = a’@) und t(s) = O(mod s) gelten. 
Wenn es ein SO gibt, sodalj t(so) 22 und Bso endliche Ordnung hat, dann ist 
A=l. 
BEWEIS: Mittels SO folgt SiO= 1, also BtoABs;” =A(‘@o))” d.h. Amo= 1 mit mozl. 
Daraus folgt A’(‘@) = 1 oder A = 1 wie behauptet wegen I&&&~ =Af(mo). 
Analog ltirjt sich der folgende Satz beweisen. Er lautet 
THEOREM 3: Wenn bei unitgrer, unendlich-dim. Darstellung a+A, b,+B, 
einer Gruppe, welche den Relationen b&b,’ = a@) mit t(s) = O(mods) geniigt, A 
nur endlich-viele verschiedene Eigenwerte hat, dann ist A = 1 (d.h. wenn A f 1 
dann hat es unendlich-viele verschiedene Eigenwerte). 
BEWEIS: Sei o(A) das Spektrum von A. Da es nur endlich-viele verschiedene 
AED gibt, miissen diese Einheitswurzeln sein und es gibt ein mo, sodal 
Am0 = 1 fiir alle A E a(A) d.h. Am0 = 1 und daher (wie bei Theorem 2) folgt A = 1. 
Beweis, da13 die II = Einheitswurzeln sein miissen: Wir teilen a(A) in endlich- 
viele Klassen ein und erhalten durch Anwendung der unendlich-vielen 
Permutationen B,kAB;k von L E a(A), wenn Iz beim “Potenzieren” in die 
gleiche Klasse ftillt, I= Einheitswurzel. Wenn es aber in verschiedene Klassen 
ftillt, so folgt nach endlich vielen Schritten wieder 1= Einheitswurzel w.z.b.w. 
2. DAS LEMMA VON G. BIRKHOFF UND BIRKHOFF-GRUPPEN 
Wir beweisen zuerst zwei Hilfsstitze, von denen der zweite (fiir t = 1) auf G. 
Birkhoff [l] zuriickgeht. 
’ Beispiel: t(s) =s2 und c (etwa) im Zentrum der Gruppe. Das Theorem I wird wie das Lemma von 
J. van Neumann auf unil&eDursteflungen von Gruppen angewandt! Es foIgt: Jede Gruppe mit den 
voneinander verschiedenen Elementen a, c, b, (s = 1,2,3, . . .), wefche die Relationen von Theorem 1 
erfiillen, ist nichr maximal-fastperiodisch, sobald I(s)=O(mod s) fiir alle s. 
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LEMMA 1: Seien u, b zwei unitare Matrizen, welche mit c = [a, b] = ubu- ‘b-l 
vertauschbar sind d.h. [c, a] = [c, b] = I. Dann hat c endliche Ordnung. 
BEWEIS: Wir bezeichnen den Vektorraum, in welchen die Matrizen wirken mit 
8; (r sei Eigenwert von c und &C I?& definiert durch !& = {x 1 cx = omx 1. Wegen 
cu = UC, cb = bc gilt a(&) E !& und b(S) c &. In & ist c = a. 1. Dann haben b 
und a* b als Transformationen von 5& dieselben Eigenwerte: 1, aA, c?& o?A, +. . 
mit jl+ 0. Wegen dim (&) s n mu13 jlaK = jlcr” sein, also a= Einheitswurzel (fur 
alle Eigenwerte von c). Dan c diagonalisierbar ist, folgt ti = 1, w.z.b.w. 
LEMMA 2: Sei G eine Matrizengruppe mit u, b E G. Weiters sei c= [a, b] 
(= ubu-lb-‘) # 1 mit [c, a] = [c, b] = 1 und c von Primzahlpotenzordnung d.h. 
cp’ = 1. Dann ist der Grad der Matrizengruppe &. 
BEWEIS: c ist diagonalisierbar (als Matrix von endlicher Ordnung). Waren alle 
Eigenwerte a (d.h. cx= agx mit der Hamilton-Cayley-Gleichung aPI - 1 = 0) 
von einer Ordnung a p’=l mit s<r, so folgt also cp’=l mit s#t d.h. ein 
Widerspruch zur Definition der Ordnung von c! 
Also besitzt c einen Eigenwert a mit der Ordnung p’ und (da im Eigenvektor- 
raum & fur b gilt: aba-’ = a* b) damit b die p* verschiedenen Eigenwerte 
A,aA, . . . . GP’- 1 1 d.h. grad(G) zpr wie behauptet. 
Wir wenden beide HilfssSitze auf sogenannte Birkhoff-Gruppen an und 
werden in $3 zu diesem Zweck beweisen, darj jede Dreiecksmatrizengruppe Gn 
(n 24) eine zu 
G-l(t f i>l 
isomorphe Untergruppe G3 enthalt und daher nach Lemma 1 zu keiner unit&en 
Matrix-Gruppe isomorph ist d.h. es gilt das. 
THEOREM 4: Jede Dreiecksmatrizengruppe Gn (ns4) enthahlt eine zu G3 
isomorphe Untergruppe und ist daher zu keiner unitHren Matrizengruppe iso- 
morph. 
Wir definieren folgende Birkhoff-Gruppe: B = (A,& C}, wobei 
ist. Mit der tiblichen Abkiirzung [x, y] =xyx-‘y- 1 gilt dann 
1 0 1 0 
a=[A,B]= ( 1 0 1 0 > 0 0 1 
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und daher 
( 1001 c=[u,b]= 1 0 0 1 
1 0 
EB fiirb=C. 
0 1 
Weiters ist [c, a] = [c, b] = 1. Fiir den Normalteiler NE = {XE It3 1 X=E mod p, 
p = Primzahl} ist dann E$ = B/Np endliche Gruppe, welche CP = 1 erftillt. Also 
gilt nach Lemma 2 das 
THEOREM 5% Die endliche Gruppe BP ist bei treuer Darstellung vom Grade 
zp, wobei p = Primzahl ist. 
Sei nun Q, der Ring der rat. Zahlen der-Form a/pS mit (a,~) = 1 (p = feste 
Primzahl, a und SE Z). Wir definieren die Gruppe G4 tiber Q d.h. die Gruppe 
r 3 
welche den zentralen Normalteiler 
1 0 0 m 
r= I( 1 0 0 \ 
1 0 
0 1/ 
I ; rnEH I 
hat. Dann sei B* = B,/N. Fur 
(wegen y = 1 /pf) gilt nun 
[c,u]=[c,b]=l undc= = [a, 4, 
somit &= 1 in B*. Da aber t= beliebig grot3 ist d.h. p’+oo, gilt nach Lemma 2 
das 
THEOREM 5b: Die Gruppe B* = B/JV ist mit keiner Matrizengruppe iso- 
morph, 
Analoge Theoreme gelten fur beliebiges n 24, wenn man von G, (n 24) 
ausgeht! * 
* Theorem 56 gilt erst recht fiir lBI iiber Q = K&per der rat. Zahlen! 
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3. DIE LIE-GRUPPEN Gn UND G; 
Wir definieren die Matrizengruppen G,, = (X= 11 au 11; mit aii = 1 und ab = 0 fur 
alle i > j, 15 i, j 5 n), wobei au E R = K&per der reellen Zahlen und n 2 4 und 
wollen beweisen, dab jedes Gn ein zu G3 isomorphe Untergruppe & enthalt. 
Dabei ist 
KOROLLAR 1: Jede Lie-Gruppe G, (mit nz4) enthtilt eine zu G3 isomorphe 
Untergruppe (23. 
BEWEIS: Es sei fur jedes n 2 4 G3 die Untergruppe’ 
DannistX*X’=X”mitx”=x+x’,yll=y+Y’undz”=z+z’+xy’d.h.~3istiso- 
morph zu GJ. 
Weiters sei N der diskrete, zentrale Normalteiler von Gn (und d3) 
N= 1 M, mitM= 1 o,..o m 1 . . . 0 . . . 0 1, EGIZ, meh 
d.h. es gilt XA4= MX fur alle XE G, und alle MEN. Damit bilden wir nun die 
Faktorgruppen G,* = G, /N und GT = c3 /Nn G; und es gilt der Satz 
THEOREM 6: Fur jedes n 24 ist @ = G3 /Ne G; Untergruppe von G,* = G, /N, 
also jedes Gt (nz4) zu keiner Matrixgruppe isomorph d.h. Gn’ hat nicht 
ausreichend-viele endlich-dim. Darstellungen. 
BEWEIS: Die Behauptung folgt direkt aus dem Koroller in [l] von G. 
Birkhoff ? 
4. MINIMALFASTPERIODIZITliT DER GRUPPEN %(&if?) FiiR nz3, 
n=UNGERADE 
Als Anwendung von Theorem 4 bzw. Korollar 1 beweisen wir den folgenden 
Satz 
’ Dies ist (fib PI 24) nicht die einzige zu GJ isomorphe Untergruppe! 
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THEOREM 7: Die (Lie-)-Gruppen SL(n, R) haben fur nz3 n =ungerade keine 
endlich-dim., unitare Darstellung auger der trivialen d.h. sie sind minimal-f.p. 
BEWEIS: Wenn SL(n, /I?) eine endlich-dim., unitare Darstellung hatte, die 
nicht-trivial ware, so ware diese wegen der Einfachheit der Gruppei treu, also 
such fur die Untergruppe G, eine treue endlich-dim., unitare Darstellung. Nach 
Theorem 4 kann eine solche nicht existieren d.h. SL(n, R) ist minimal-f.p. 
w.z.b.w. 
BEMERKUNG: Ein rechnerischer Beweis scheint schon fur R = 3 schwierig, weil 
das Lemma von J. von Neumann-Wigner nicht mehr anwendbar ist. 
5. EINE WEITERE EIGENSCHAFT DER GRUPPE [B 
In der Bezeichnung von $2 ist 03 = (A,& C} und a = [A, B] E [B, sowie 
c=[a,b]= c 0 0 1 1 0 1 0 1 0 EB ftirb=C. 
0 
Dann gilt noch [c, a] = [c, b] = 1. Aber c hat unendliche Ordnung d.h. P = 1. Sei 
nun x+ U, eine treue, unitare Darstellung von tB mit UC = C. Es ist E 
diagonalisierbar und P = 1; nicht alle Eigenwerte von I? konnen also 
Einheitswurzeln sein, daher gibt es mindestens ein A l Spektrum von E mit 
A A* A3 alle verschieden von einander und die Darstellung ist 
u~e~dl~c~dim., weil 6 die unendlich-vielen, verschiedenen Eigenwerte w, &, 
j.ld*, . . . hat (wegen r!&- t = A6 im Eigenvektorraum von Z, siehe Lemma 2 in 
Vh 
THEOREM 8: Die Gruppe B besitzt keine treue, unitare endlich-dimensionale 
Darstellung, ist also keiner unit&en Matrizengruppe isomorph. 
Analog kann man dieses Theorem fur die Gruppen beweisen, die man erhlilt, 
wenn man von Gn (n >4) ausgeht und indem man Lemma 1 (von 52) anwendet. 
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Artin, Geometric Algebra, 
Wegen Det(z) = ,I” = + 1 ist 
